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数学（⽂系）・解答解説
出題背景
 放物線（パラボラアンテナ）の焦点を求める問題である。この内容は理系数学履修者の
楕円や双曲線と共に数学IIIで導⼊される概念だが、実は数学IIまでの知識でもこの点を求
めることができる。そこで⽐較的計算がしやすい具体的な放物線関数の例を元にして焦点
を求める。
 

解説
(1) を で微分すると なので、その値が1となるとき である。このとf x( ) x f' x = x( )

1

2
x = 2

き となるので、求める点は である。また点 での接線の⽅程式は、f 2 = 1( ) P 2, 1( ) P

y - 1 = 1 ⋅ x - 2( )

∴ y = x - 1

である。（５点）
(2) 法線は接線に対して垂直となる直線のことである。このとき２直線の傾きの積は と-1

なる。(1)と合わせて求める法線の傾きは になる。したがって求める法線の式は、-1

y - 1 = - x - 2( )

∴ y = -x + 3

である。（５点）

(3) 点 での接線の傾きは である。 のとき、法線の式は、a,  f a( ( ))
a

2
a ≠ 0

y - a = - x - a
1

4

2
2

a
( )

∴ y = - x + a + 2
2

a

1

4

2

この式はまた となり、 のとき直線 となって成⽴する。8x + 4ay - a - 8a = 03 a = 0 x = 0

 以上より直線 の式は である。（１５点）l 8x + 4ay - a - 8a = 03

(4) 法線 について、 のとき である。l a = 0 𝜃 = 01

  のとき、法線 の式に を代⼊して切⽚を求めると である。a ≠ 0 l x = 0 y = a + 2
1

4

2

 

 



上の図から について、以下のように考えることができる。𝜃tan 1

𝜃tan 1
=
（直線x = aからy軸までの距離）
（直線lのy切⽚） -（交点のy座標）

 
= =

|a|

a + 2 - a
1

4

2 1

4

2

|a|

2

これは でも となり成⽴する。したがって である。（２０点）a = 0 𝜃 = 01 𝜃 =tan 1

|a|

2
(5)A) 加法定理より、

2𝜃  =  tan 1

2 𝜃

1 - 𝜃

tan 1

tan2
1

ここで(4)から なので、これを代⼊して𝜃 =tan 1

|a|

2

2𝜃 = = =  a ≠ ±2tan 1

2 × |a| / 2

1 - |a| / 2( )2

|a|

1 - a / 42

4|a|

4 - a2
( )

である。（１０点）
(5)B) のとき、それぞれ の値によって は以下の４通りに場合分けができる。a ≠ ±2 a 𝜃2

いずれも三⾓形の内⾓の和が180°であること、または外⾓と内⾓の関係式から計算する。
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i) のとき、a <  -2

180 - 𝜃tan ∘
2 = 270 - 2𝜃tan ∘

1

 = 180 - 2𝜃 - 90tan ∘

1
∘

 = - 2𝜃 - 90tan 1
∘

 = - - 90 - 2𝜃tan ∘
1

 = 90 - 2𝜃tan ∘

1

 
=

1

2𝜃tan 1

 
= = -

4 - a

4|a|

2 4 - a

4a

2
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ii) のとき、-2 < a < 0

180 - 𝜃tan ∘

2 = 90 + 2𝜃tan ∘

1

 
= -

1

2𝜃tan 1

 
=

4 - a

4a

2

iii) のとき、0 < a < 2

180 - 𝜃tan ∘

2 = 180 - 𝜃tan ∘

2

 = 90 + 2𝜃tan ∘

1

 
= -

4 - a

4a

2

iv) のとき、2 < a

180 - 𝜃tan ∘

2 = 270 - 2𝜃tan ∘

1

 = 180 - 2𝜃 - 90tan ∘

1
∘

 = - 2𝜃 - 90tan 1
∘

 = - - 90 - 2𝜃tan ∘

1

 = 90 - 2𝜃tan ∘

1

 
=

1

2𝜃tan 1

 
= =

4 - a

4|a|

2 4 - a

4a

2

以上をまとめて、

180 - 𝜃 =tan ∘
2

-
4 - a

4a

2

a <  -2,  0 < a < 2( )

4 - a

4a

2

-2 < a < 0,  2 < a( )

となる。（１５点）
(5)C) 上のグラフより、直線 の傾きは以下のようにまとめることができる。m

180 - 𝜃 = -tan ∘

2

4 - a

4a

2

a <  -2,  0 < a < 2( )

𝜃tan 2 -2 < a < 0,  2 < a( )

ここで を求める必要がある。𝜃  -2 < a < 0,  2 < atan 2 ( )

i) のとき、-2 < a < 0

 

 



𝜃tan 2 = 90 - 2𝜃tan ∘

1

 
=

1

2𝜃tan 1

 
= = -

4 - a

4|a|

2 4 - a

4a

2

ii) のとき、2 < a

𝜃tan 2 = 2𝜃 - 90tan 1
∘

 
= - = -

1

2𝜃tan 1

4 - a

4a

2

以上より、すべての場合において直線 の傾きは で表される。直線 は放m -  a ≠ 0
4 - a

4a

2

( ) m

物線の接点を通過するので、その式は、

y - a = - x - a
1

4

2
4 - a

4a

2

( )

y = - x + 1
4 - a

4a

2

∴ 4ay + 4 - a x - 4a = 02

である。この式について、 のとき直線 は直線 となり成り⽴つ。またa = 0 m x = 0

のとき求める直線の式は となるが、これも同様に成り⽴つ。以上より直線a = ±2 y = 1

の式は、m

4ay + 4 - a x - 4a = 02

である。（１５点）
(6) 直線 はすべての実数 に対して必ずある⼀点を通ることから、 についての恒等式とm a a

⾒なせる。したがって直線 の式を変形して に関して降べきの順に整理すると、m a

-x a + 4y - 4 a + 4x = 0( ) 2 ( )

これがすべての実数 に対して成り⽴つので、a

-x = 0  

4y - 4 = 0  

4x = 0  

である。これを解くと、 が求められる。以上より必ず通る点の座標はx = 0,  y = 1

である。（１５点）0, 1( )

 

 


